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У статті поставлена та розв’язана зада-
ча про взаємодію штампа с пружнім напів-
простором. Задача зведена до інтегрального 
рівняння. Для його розв’язання застосовано 
метод дискретних особливостей. Проведено 
параметричний аналіз моделі
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параметричний аналіз
В статье поставлена и решена задача о 
взаимодействии плоского штампа с упру-
гим полупространством. Задача сведена к 
интегральному уравнению. Для его реше-
ния использован метод дискретных особен-
ностей. Проведен параметрический анализ 
модели
Ключевые слова: штамп, жесткость, 
параметрический анализ
Interaction of a rigid punch with the elast-
ic semispace is considered. A singular integr-
al equation derived is solved by the method of 
discrete singularities. A parametric study of the 
model is performed
Keywords: stamp, inflexibility, analysis
УДК 539.3






Н . Н .  Т к а ч у к
Младший научный сотрудник
Кафедра «Колесные и гусеничные машины
им. А.А. Морозова»*
А . Н .  Т к а ч у к
Аспирант
Кафедра «Динамика и прочность машины»*
*Национальный технический университет 
«Харьковский политехнический институт»
ул. Фрунзе, 21, г. Харьков, Украина, 61002
Контактный тел.: (057) 707-69-02
Е-mail: tma@kpi.kharkov.ua
Введение
Задача о взаимодействии плоского штампа с по-
лупространством (полуплоскостью) является класси-
ческой задачей теории контактного взаимодействия 
[1-11]. Как известно [1-3, 4-6], для случая прямолиней-
ной формы активной части штампа (так называемый 
случай контакта тел «согласованной формы» [2]) на 
границе зон контактного сопряжения возникают осо-
бенности в распределении контактных давлений. Для 
случая контакта тел «несогласованной формы» [2] при 
известных ограничениях на геометрию поверхностей 
взаимодействующих тел [1, 3] контактное давление на 
границе области контакта обнуляется.
Описанные случаи являются модельными, т.к. речь 
идет о контакте гладких (без учета шероховатости по-
верхностного слоя) тел с номинальной (точной или не-
корректированной) геометрией. В то же время элементы 
реальных машиностроительных конструкций [4, 6-10] 
обладают вполне определенными конечными параме-
трами жесткости поверхностного слоя и радиусами скру-
гления на границе области возможного контакта. Эти 
два фактора, взятые каждый в отдельности, приводят 
к существенному изменению характера распределения 
контактных давлений. Из бесконечных они становятся 
на границе контакта конечными или нулевыми [1, 4, 8]. 
В то же время особый интерес представляет вопрос ана-
лиза совместного влияния данных факторов на характе-
ристики распределения контактных зон и контактных 
давлений. Более того, для практики большое значение 
имеет решение обратной задачи, т.е. обоснование таких 
параметров контактной жесткости и радиуса скругле-
ния, которые приводили бы к требуемым (заданным) 
изменениям контактных зон и контактных давлений.
Учитывая, что аналитическое решение возникаю-
щей задачи затруднительно [1, 4], а численное решение 
при необходимости проведения многовариантных ис-
следований достаточно ресурсозатратно, то представ-
ляет значительный интерес, актуальность и важность 
задача разработки и реализации оперативных и точ-
ных методов моделирования контактного взаимодей-
ствия плоского штампа с полупространством (полу-
плоскостью) с учетом конечной контактной жесткости 
и радиуса скругления края (кромки).
Постановка задачи
Целью настоящей работы является совершенство-
вание методов численного моделирования взаимодей-
ствия плоского штампа с полупространством (полу-
плоскостью). С точки зрения физической постановки 
новыми элементами являются совместный учет конеч-
ной контактной жесткости в сопряжении «штамп – по-
лупространство» (фактор 1 – β ) и конечного радиуса 
51
Прикладная механика
скругления на кромке штампа (фактор 2 – α ). С точки 
зрения математической постановки предлагается при-
менение достаточно эффективного метода сведения 
контактной задачи к интегральному уравнению [1]. 
С точки зрения дискретизации новизну составляет 
применение метода дискретных особенностей для ре-
шения сингулярных интегральных уравнений [11]. В 
дополнение к этому вводится обезразмеривание гео-
метрических и физико-механических характеристик 
создаваемой модели, а также параметризация геоме-
трической и численной моделей.
Метод решения
Рассмотрим контактное взаимодействие штампа с 





















Рис. 1. Схема контактного взаимодействия 
штампа с полупространством
Связь между контактным давлением и перемеще-
ниями представим в виде:
p x p c u x xz( ) = − ( ) + ( ) 0 δ , (1)
где p0  – некоторая константа; с – контактная жест-
кость; u xz ( )  – перемещение точек поверхности в зоне 
контакта; δ x( )  – профиль штампа.
Как известно [2], в отсутствие трения контактные 
давления и перемещения на границе полупростран-






















которое приводится только к искомому давлению 
(перемещение исключается):
заменой
x at s at ds adt p t p s
ds
dt
ap s= ={ = ⇒ ′( ) = ′( ) = ′( )0; ;









































где Р – усилие, приложенное к штампу.
Вводим параметр κ ν= −  ⋅E c a/ ( ) ( / )2 1 1
2  и полу-
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; ( ) ,  (6)
где g t E at0
2
02 1( ) = − −  ′/ ( ) ( )ν δ .
Для плоского штампа со скруглениями имеем
где w – полуширина штампа; r – радиус скругле-
ния.
Видим, что в скруглении
где r w/  – безразмерный параметр, полностью 
характеризующий степень скругленности; ϕ = a w/
– неизвестное отношение ширины зоны контакта и 
ширины штампа a w≤( ) .
Приближенное решение системы уравнений (6) с по-
мощью квадратурных формул приводит к выражению
κ ′( ) + −− ⋅ = ( ) = −=∑p t
p t t
t t n
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в точках t t j nj
n
0 0 1 1= = −, ,  корней чебышев-


















= ⋅∑∫ ( ) ( )  (9)
для регулярного.
Чтобы однозначно записать систему уравне-
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′ ( ) = −p t j njn0 1 1, , . Если искать приближенное решение 
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и для нахождения приближенных значений его 
производных нас интересуют коэффициенты 








, ( ) ; (11)
Отсюда ′ ( ) = ⋅
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( ) . В итоге первое ( )n −1  
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 (13)
что является разрешающей системой линейных ал-
гебраических уравнений, состоящей из n  уравнений с 




( ){ } =1 .
Данная система разрешающих уравнений имеет 
плотно заполненную матрицу коэффициентов. Для 
этой матрицы характерно (в силу особенностей дис-
кретизируемых сингулярных уравнений [11]) диа-
гональное преобладание. Таким образом, применение 
прямых и итерационных методов решения системы 
линейных алгебраических уравнений (13) не приводит 
к численной неустойчивости, хотя требует больших 
вычислительных затрат, т.к. получаемые матрицы яв-
ляются матрицами общего вида. Следует отметить, что 
получаемое решение будет распределением давлений 
при заданном ϕ , т.е. при определенной ширине зоны 
контакта. В целом же эта величина является неизвест-
ной и находится путем интегрирования из условий 
обнуления распределения контактных давлений на 
краях зоны контакта, т.е. p ±( ) =1 0 .
Интерес представляет влияние указанных выше 
факторов на характер распределения контактных дав-
лений. С этой целью вводятся безразмерные варьируе-
















2 2 , где α  
описывает степень скругленности; β  – относительную 
величину контактной жесткости, а γ  – относительную 
интегральную нагруженность поверхности штампа.
x
w xw
Рис. 2. Распределение относительных контактных 
давлений при различной контактной жесткости; 




Рис. 3. Распределение относительных контактных 
давлений при различной степени скугленности; уровень 
контактной жесткости 0.1, уровень нагрузки - 0.05
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решается численно описанным выше способом.
Численные результаты
Численное решение задачи контактного взаимодей-
ствия плоского штампа с полупространством обеспечи-
вает возможность получения семейства распределений 
контактных давлений, в качестве параметров которых 
выступают контактная жесткость (или параметр β ) и 
радиус скругления (или параметр α ). На рис. 2, 3 при-
ведены некоторые характерные распределения относи-
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тельных контактных давлений. Кроме того, представля-
ется возможным построение обобщенных зависимостей 
характеристик контактных давлений (например, макси-
мальных давлений p max  как функции аргументов α β, ), 
одна из которых приведена на рис. 4.
Рис. 4. Зависимость максимальной концентрации 
контактных давлений от степени скругленности и 
контактной жесткости, уровень нагрузки - 0.05
С учетом того, что для различных радиусов скру-
гления и различных интегральных усилий внедрения 
штампа получается различная ширина контактной 
области 2a , то при этом изменяется искомый характер 
распределения контактных давлений, удовлетворяю-
щих системе уравнений (6). При этом также изменя-
ются положения узлов дискретизации в формулах (8), 
(9). Таким образом, в ходе итерационного уточнения 
области контакта изменяется также и базис дискре-
тизации. Однако для задачи с малыми относительны-
ми радиусами скругления данный эффект миграции 
узлов дискретизации (при достаточно большом их ко-
личестве) сказывается несущественно.
Заключение
Анализ представленных результатов дает основа-
ние сделать вывод о том, что каждый из варьируемых 
факторов (и контактная жесткость, и радиус скругле-
ния кромки) очень сильно влияет на распределение 
контактных давлений. Как и ожидалось, контактные 
давления на границе области контакта становятся ко-
нечными (нулевыми).
При увеличении жесткости контактного слоя и 
уменьшении радиуса скругления кромки распределе-
ния контактных давлений стремятся к распределению 
в предельном случае. При этом такое стремление на-
блюдается по любому произвольному пути в плоско-
сти параметров ( α β, ).
В то же время существует качественная особен-
ность по параметру α : при любом его ненулевом значе-
нии контактные напряжения на границе равны нулю, 
а при нулевом возможны 2 случая (конечность при 
0 < < ∞c  и стремление к бесконечности при c → ∞ ).
Таким образом, если принять в качестве контроли-
руемого параметра pa  значение контактного давления 
на границе области контакта, то для функции pa  ( α β, ) 
неприменим предельный переход по параметру α .
Упомянутая особенность в распределении pa  не 
присуща зависимости p max ( α β, ). При этом полученная 
обобщенная зависимость дает возможность оператив-
ного решения как прямой, так и обратной задачи (т.е. 
определение p max  по заданным α β, , а также определе-
ние сочетаний α β, , соответствующих заданному p max ).
Если существует ограничение p pmax [ ]≤ , где [ ]p  – 
некоторое заданное предельное значение контактных 
давлений, то оно в плоскости ( α β, ) определяет неко-
торую область K . В пределах этой области можно ре-
шать любую оптимизационную процедуру, в которой 
данное неравенство является ограничением.
Таким образом, предложенный полуаналитиче-
ский метод моделирования контактного взаимодей-
ствия плоского штампа с полупространством (по-
луплоскостью) предоставляет в руки исследователя 
удобный, точный, экономичный инструмент анализа 
влияния факторов жесткости контактного слоя и ра-
диуса скругления кромки на контактные давления, а 
также решение обратной задачи синтеза параметров по 
критерию ограничения контактного давления.
Поскольку никаких принципиальных ограничений 
на количество и природу варьируемых факторов не на-
кладывалось, то предложенный подход естественным 
образом может быть обобщен на большее множество 
параметров. Потребуется только модификация выра-
жений в исходном интегральном уравнении. При этом 
необходимо иметь в виду возможность появления осо-
бенностей в распределении контролируемых величин 
от варьируемых параметров в областях, примыкающих 
к координатным псевдоплоскостям или координатным 
псевдоосям, а также к «началу координат».
В дальнейшем планируется применить предло-
женный подход к решению прикладных задач анализа 
контактного взаимодействия.
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